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���� ������������ ����� ������ ������� ���������� �	��
��� � ����	����� �� ���� �	��� ��������� � ������� ����	���� ����������
���	�� �	���� � ���!���� ����	���
 �� �	���� ������� ���!���� "�	���� �	��
������� � �	��	����	������� #�� �������� � 	������ $�%� ��&�� �������� �	���
� �������� !���	���� ����"����� 	������	���
� � ����� '� ������� ���!����
����� ( ��&�� �������� ��� )�� 	�����!*+��
� �������� ,�������� ����������
�
 ���	��� ������ &� ����� �	���� ����
������ ����� �������� �	����������
�	� �������� ����	���� ���������� � �	��	����	������- .��� � ���� ��� ����
	�� �	���� �	����������� ����� ���!�
 ���� ��� �������� �	��	����
� /��
� ������ �	����0 ������ � ���� ����� ��&�� �������� ������� �������� �
1������ ����"���� ���&� ��&�� �������� �
	����� ��	�� ������� ���&�����
/��� ��������� � ���	������ '�2�' � �����0� 3����� ����������� ��	��������
������� ����"���� ����	

 ( �������� ���������
� ��	����� � �!�������� 
��	����� ����&���� ���	�� � ������ �+ !���� ������� � 4� &� ��������� � �
���	�� �	����� ��	� ��� ������� ���������
� ��	����� � �!�������� ���	��
�	���� ��������� �	���� � �������� ����
���� ���&�
� � ������ ����� 3���
!���� ��&�� �����&����� �������� �	�������� ����	�	������ ������� �	���
/��� $�'�20� ���� �������� 5�	��6 ���	��������� ������� �	�������� ����	�	��
������ #�	����� ����� �������� �	��� 5�����	���6 ���� ���� �� �����������
�	����� �������� � ��	�"�� ����������
� �������
� �������������� � ���&�
�
��	���
� ��� ����� �	��������� �������� ��������� ������� ��
�� ���	��
�	�����

���� ������	�
�� �����

#�� )�� �� ������������ �� ��� ������� 5�	��6 ��� �!���	��������� �������
��	��������� 7���
� ����	
� ���!���� �	����������� � 	���
� �	���&����
��� ���
��� ������ 5�	��6 ����� ����&��� �� �������� 	������
� �!*���
�
8���� ������������ ��	��������� 9:;<� ����	�� !
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��������� ����� ������ �������
�� ����
 ������������� �� �� !�� ��
�
�
�� �
�� "
����#� �� ������ �� �
� � �
�� ��
���# !�� �� ������ $���%
�� �������  ���� ����� ������ �
 �
���
 &������ �&'�� 	����# 	� ��(���&
����& ���� ��)� � 
��&���#  ������& ����&� * ��+, ���& -��
���� ����
	���)���� ��� �
'
��# .��� )����� �
 �&!
��&
�� /���

 ����#� -��
� 	�%
�&��� �
��������
 � ����������
 &����
 �&!
������# �
'
��# ��# �
�
)���� ��	� )����� � �������
������ ������ ���� �0�1����

���� ���� �		�������� � ������ � ��
��������� ������

1� ������ � ���� ����� 	 ���� ��������� 2�

��# ��� ���� � ��� �������� �����%
�� ����)�� ���	���(
���
 �� 	��������� /�
�&
��# 	��
��� �� ��(���� ����
� ��(���& ������& ���	���& ���� ����� ���	���� �
 	
�
�
������ ����� ��1��
-�� )����� ���(
 �
 ��

� �
'
��#� * �3+0 ���& �&��������� ���� ����)���
������� ���

 ������
 &�
�(�
��
� � ��
��� ������������� &����# �&!
%
������# �
'
��# ��# �
� )���� ��	� )����� � ���� ����� � ���� ��������
��
����������� .���� &����# ���� �)
���� � ���

� ��� �0�4�1��

���� ���� �		�������� � ������ � ���� ����� � ���� ��	�����

+� ������ � ������ �������� 5�)�
�
��
 	�������� �� �
	
�
���� !�
�# ��%
����� ��)��
��# ������� 6������ �� ����
 ��)�� ��# ���
������ 
��� ���
��
 � ��!& ������&� $����� �������  ������'����� ����� ����� ����%
)��� ����� ������
 �
 ���
���
 ������� �
 ���� )����'
�� ����� �
���
����� ��+�� 7 ����� 898 
�� �)
���� ��	��
)�� ��� ��# .���� ���������� �
%
����� ������� * �3�, ���& :		
�� � ;
��
� �	&�������� �
'
��
 )�����

� ������� �	
�� ���������
� ������� ����������	 �����������
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������ G(V, E) �
���
���� ����	������� ���� �������� � ��������� ������
���
 V  ��������
 ���	
�! � ��������
 E ����"��������� ����������� ����
�����
 V  E � ��������� ����!�

G(V,E) ���= 〈V ; E〉 , V �= ∅, E ⊂ 2V & ∀ e ∈ E (|e| = 2) .


�����	�

6���
 ������ 	�
 �"!
� ��
,����
 E ����7��������� �
���
,���� ��
,����� V 
��%
������ �������	�
� !����
� 
��
����� �� ��
,����� V # +
7�
�� �
,�
 �	����� 
	�


E ⊂ V × V, E = E−1

� ����
���� �!
 �� �
���
 ��� ��
,����
 {v1, v2} �
 � ��� ��� (v1, v2)#

#���� ���$�� ��
%
 G ����
��� p� 
 ����� ���� � q&

p
���= p(G) ���= |V |, q

���= q(G) ���= |E|.
'��� ����� ���� ��������� �������� �
�
	�������	� ��
%
� �� �������� (p, q)�
��
%�
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����� v1� v2 � �	
���� e = (v1, v2) � ��	�����		 �� 
	�
�� ����� �	
��� v1

� 
	�
� e ����������� 
	�
� e � �	
��� v2 ����	 ����	��� ��� 
	�
�� ��
���	��	 ���� �	
��	� � ������� �	�
��	�! ��	 �	
���� ����	��	
���"� 
	�
�� ����	 � ������� �	�
��	�� #��	���� �	
��� �"	��� � �	
�
���� v� � ���	��� 	��
�����	 �	�
����� $�%� �����������& �	
��� v �
��� �'�	��� Γ+(v)(

Γ+(v) ���= {u ∈ V | (u, v) ∈ E} , Γ∗(v) ���= Γ+(v) + v.

���������

���� �� ���	�
��� �
���	��� �� ���	�� Γ ��� ������� ���
�����	��� Γ+ �� ���� ����
	�
���� 	 ��
�������� �� 	��������

)'	����� '�� u ∈ Γ(v) ⇐⇒ v ∈ Γ(u)� *�%� A ⊂ V � "��	���� �	
��� ��
Γ(A) � "��	���� ��	� �	
��� �"	��� � �	
���"� � A(

Γ(A) ���= {u ∈ V | ∃ v ∈ A (u ∈ Γ(v))} =
⋃
v∈A

Γ(v).

������ ���������

)��'� �
�+ � ��
����� ������		��( �	
��� � ��'��"� $�%� �
����"�&�

,�
� � %���"��

�	
��	 -� 
��� .�/ 0
��	�	 0
�"	
 ����
�""� �
�+�� �"	��	�� '	��
	 �	
�
��� � 0��� 
,�	
� 1 2��" �
�+	 �	
��� v1 � v2� v2 � v3� v3 � v4� v4 � v1� v2 �
v4 �"	��� � �	
��� v1 � v3 	 �"	��� 3"	��	 
,�
�( e1 � e2� e2 � e3� e3 �
e4� e4 � e1� e1 � e5� e2 � e5� e3 � e5� e4 � e5� -	�"	��	 
,�
�( e1 � e3� e2 � e4�

���� ���� �������� ����
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����� ���������	�
��� ����
�� �����	��� ������ �������

�� ���� �������� ������	� E �	��
��� ���������		
� ���� ��� � E ⊂V ×V !
�� ���� ��"�	���� ����	�����		
� ���� �������� � # ���� ���$� ����%
�� ������	� V ��"�	�
��� ������! � ������ ������	� E & �������

'� ���� ������� ������	� E ���� ���( ���� ���	���
� �� ��"��$��) 
������	 V ! �� ����* ����� ������	� E ��"�	���� ������! � ���� ��"�%
	���� ������ � ������� ���� ����������� �

+� ���� E �	����� � ������	��! � �������	�������! ��������� ���%
���� ������ �� �����(�� ��"! �� ��� ������ ��"�	�
��� ����	
��
�������! � ���� ��"�	���� �������������

,� ���� �������� ������	� E �	��
��� � ���"���(�� �	�)�������! � ���
�
� ������� ���������	� ������	� V ! �� ���� ������ ������	� E
��"�	�
��� �����������! � ���� ��"�	���� ������������

-� ���� "����� ����.�� F : V → M �/��� F : E → M ! �� ������	� M ��"�	�%
��� ������	�� �������! � ���� ��"�	���� ������		
� ���� 	������		
� �
# ��$��	 ������	� ������ ���$�� �����("�
��� ���	� ��� .�� $�����
���� ����.�� F ������	��! �� ��( ��"�� 	�0��� ��1��� ��
� ��"��
������! �� ���� ��"�	�
� 	������		
��

���������

��������� �	�
����� ������� � ��������	 �	��� ����������	 �� ������ � ���
������ �	 �������� ��	� ������ �� � ��!"� #�� $��	 ���%�� %&������' �����������
��
���� ���� ��������� ( ������� ������� v �	�
�� � �������) u* ��� �%�����%�� �%��
(u, v)� #�� $��	 ������� u 	�
�� ���' ���	�
�� � �������) v� ��������� �	�
����� �
����� ��		����&��* � � ������� ��� ����� �� ������� ���' ��		����&��	� ( ����� ���&�
�� �&����� ��������� �	�
����� ����������	* �� ���' �������* &�� ������� �	�
��
��	� � ����)� ( �����������* ��������* ������% �� �&����� �	�
��) � ����)* ��� %
��+ ��� ����� ( ���������� ��� ������� �&������� �	�
��	�* ��� ��� �������
��
����	% ���������%� ( ������������ ������%�� ���&�� ���������� �� ������ %�� � 	���

����� %��� ����	�
��* �%����"� ( ����	 �%&�� ��������� �	�
����� ����������� %
�
�� �������	 ���������	 �� V * � ���������	 �� V � 2V � ,�� � �������� ������������
�����-�� ���������) ���&�� �&����� ����	� �� ����������

2�� 	������ 3���� G(V, E)4 �"��$�� ���������	����* ����$���*
���� �" ���( � ������) �1�� � ������	�� 	�0�� V � ������	�� �1�� E�

������ ������	��� ���	��

5�	����! $�� �	� �����! G1(V1, E1) � G2(V2, E2)! �������	
 ����"��$���� G1 ∼
∼ G2! ��� G1 = G2 ! ��� �����	�� ���.�� h : V1 → V2! ��)����
��� ���%
����( ���� '���6 �

e1 = (u, v) ∈ E1 ⇐⇒ e2 =
(
h(u), h(v)

) ∈ E2.
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���������	
���� G ∼ G� ��� ��������� ������� ���	 ���������

�� ��
�����

����������
���� ���� G1 ∼ G2 � �������� h� �� G2 ∼ G1 � �������� h−1�

����
����	
���� ���� G1 ∼ G2 � �������� h � G2 ∼ G3 � �������� g� �� G1 ∼ G3

� �������� g ◦ h� �

 ���� �����������!��� � ������� �� ����������	� �� ���	 �����������!���
������ "�������
�
���� #� ��
�$�
�! ��������� %��� &�'�()�

������ *�� �
�$
� ����+
�� ���������� #�����,

�� 
� ���� -�(� ����!���
����������� ��
��� � ���� �� ����� K3,3�

���� ���� �������� �������
�� �����

.������� ��������������� ���
������ ��� ���� ������
�� ������� 
�����
���� ��
	��	��� ������ *��� p(G) � q(G) / �
�����
�� ����� G� 0�������

� 
������� #������� 
����� �
�����
���� �#������!1�� ���� � ��+
���	! ��
����������

������ 2���+����� ���$�
� �,��� � ����+����� ����
�� ���$�
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��
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!��� G′(V ′, E′) 
������	�� ��������� "��� 	�
��# ����� G(V,E) "����
����	�
�� G′ ⊂ G#� ���� V ′ ⊂ V & E′ ⊂ E $��� V ′ = V � 	� G′ 
������	�� �
������
��������� G $��� V ′ ⊂ V & E′ ⊂ E & (V ′ �= V ∨ E′ �= E)� 	� ���� G′ 
������	�
�� 
��
������� �������� ����� G ������� G′(V ′, E′) 
������	�� ����������
�������� ����� G(V, E)� ���� G′ �����%�	 ��� �����%
�� �&��� G'

∀ u, v ∈ V ′ ((u, v) ∈ E =⇒ (u, v) ∈ E′) .

�������
�� ������ G′(V ′, E′) ����� G(V, E) ��������	�� ���
�%��	��� ����
(�
 V ′ 

���������

������ ������	�
� ������� ������ ��������� ������	� � ����������� ������	

������� ����������

������ 
���������

)������	�� �&���� �
����
	
�� ���(�
� v� 
������	�� 
������ "��� �������
��
��# ���(�
� v � ����
����	�� d(v)'

∀ v ∈ V (0 � d(v) � p − 1) , d(v) = |Γ+(v)|.
*���� �������� �	��
� d(v) ���(�
� v �������	 � �������	��� ���%
�� � 
��
���(�
 )������	�� ���(�
� 
� ���%
�� � v� ����
���+	 d(v) ,�
�� �	�

∀ v ∈ V
(
d(v) + d(v) = p − 1

)
.

-���
���� ���������� �	��
� ���(�
� ����� G ����� δ(G)� � ���
������
�� . ����� Δ(G)'

δ (G(V,E)) ���= min
v∈V

d(v), Δ(G(V,E)) ���= max
v∈V

d(v).

,�
�� �	� δ(G) � Δ(G) ����+	�� �
�����
	��� $��� �	��
� ���� ���(�
 ���
�
k� 	� ���� 
������	�� ���������� �	��
� k'

δ(G) = Δ(G) = k, ∀ v ∈ V (d(v) = k) .

/	��
� ���0���
��	� ����
����	�� r(G) 1�� 
����0���
�� ������ r(G) 
� ����
����
� 

�	
��	

2� ��� 3 3 ������
� ��������� ���0���
��� ����� �	��
� 4 2� ��� 3 5 ���
����
� ��������� ��0� ���0���
��� 
� 
��������
�� ������ �	��
� 4 
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���� ������	
 ����� ���

���� ���� ������ ����������� ��� �	����� �

���� ������	 
����� ��
�� ���� ��� ���	 d(v) = 0�� �� 
������ ���
����
�� ������������	� ���� ������	 
����� ��
�� ������� ��� ���	 d(v) = 1�� ��

������ ���
����� 
������	� ��� �����	� ��� ������� ����� ���� ������ ��
�� ���� v� ���
����� ����������� ������ � ����� 
���� �� ! �����������
������� "#���������� $�� ������ ����
����
����� d−(v) � d+(v)�

������� ������ � ��	�
������� ����� ������	 ������ ����� �����������
��� ����� ���������� 
�������� �� ��!∑

v∈V

d(v) = 2q.

����������	�
� %�� �����&�� ��'' �������( 
����� )�*��� ��#�� ����
��
���� �
� ����+ ��� ������ )���� ��#�� � ��� �������� �

�	����
�� � "��� ������ �������	 ������ �����#

����������	�
� %� �����'� ��''� �������( 
��� 
����� ! �&���� ������ ,�''�
�������( 
����� �&���( ������� �&���� ������� ��''� �������( 
����� ���&���(
������� ��)*� �&���� �����
����	��� �� �&���� ������ �

�	����
��  ����� ����������	 ����� ������� ����� ���������� 
��������
���! ∑

v∈V

d−(v) +
∑
v∈V

d+(v) = 2q.

����������	�
� ,�''� �����������( ����
 ������� ��
�� ��''� �������( 
���
��� ����� �'��	��������� ����������� �� ������� ��#
����' ����������
���� �

������ �����	
�� ���� ����

$�������� 
 ����� ���
����� ������� ���� �������
����	����	 
����� �
�&#��� ������� ���� � )����� ���� 
������(� v0, e1, v1, e2, v2, . . . , ek, vk, 
 )��
����( ��#� �
� �������� $��'���� ���������� ����&' ��������� $��'���
�
������ �&#��� ����� ���� �'�*� ��� ��
�������

247



��� ����� �� ����	

���������

��� ��������	
� ������
� ���� ��� �������� �����
� 
 ��������� ��
 ���� � �����
��������� ��������	� ������ ����� �������������	���� ��� 
	 ������� 
�
 ����� ���
�����������	���� �!"�� ������

���� v0 = vk� �� �	
�
�� �������� �	�� � ���	
�� ���� ��� 
��
	 
	������
�� �	
�
�� 	���	���� ����� ���� ��� ��
��� �	 �	���� � 
��
	� 
	������
�� �	
�
�� 	���	���� 	����� ������ � ���� v0, e1, . . . , ek, vk ��
��� v0 � vk

	���	���� ������� ����� ����
��� ��� ���� �  ��	�� u � v ��������� ��
���
u � v� !���� ���"���#	� ��
��� u � v� ����	�	���� 〈u, v〉� ���� �$� � 	�	��
%
	& G�  ���
��� �
�	"��$�� ����� �� "��	����� �"� �' 〈u, v〉G� (��
�"�
�� 	�	��� ��� ���� ����  	 	�)���� ����� ���"���#	� ��
��� u � v� �� ����
� �
���	� ����� ���"���#	� *�� ��
���� +	� ��	� ���� 	���	���� ������,
�	� ��	� �
���	� ���� 	���	���� 	���
� ������� -���� �� ��� � %
	&� G
����	�	���� z(G)� �
	& ��� �� ��� 	���	���� �������������

���������

#�� ������������ �"$�	� ���"� ������
��%�� ��
��%��� �
 ����
 &
���
�

.�� �
%
	&�� ���� 	���	���� ����� 	 �� � � �����	��� /��� � �
%
	&� ��

���	 u � ���� v ����	�	�� 〈 →
u, v〉�

�	
��	 � %
	&�� "�	%
	��	  ���
�%� �
���"�	 	 
��� 0�1'

2� v1� v3� v1� v4 � �	
�
��� � � ����,

3� v1� v3� v5� v2� v3� v4 � ����� � � �
���	� ����,

4� v1� v4� v3� v2� v5 � �
���	� ����,

5� v1� v3� v5� v2� v3� v4� v1 � �� �� � ��
����6 �� �,

7� v1� v3� v4� v1 � �
����6 �� ��

���� ���� 
�����	� ����� ����	
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